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Der Artikel prasentiert den Einsatz des Fresnel-Kirchhoffschen Beugungsintegrals,
mit dessen Hilfe prazise Berechnungen der Ausbreitung elektromagnetischer
Strahlung auch unter komplexen optischen Bedingungen méglich sind.

Huygens und spater Fresnel haben gezeigt,
dass sich die Effekte der Lichtbeugung als
Erscheinung einer Uberlagerung von Ele-
mentarwellen, die von jedem Punkt einer
Wellenfront ausgehen, erklaren lassen. Der
Wellentheorie des Lichtes wurde damit
zum Durchbruch verholfen. Auf diese fun-
damentale Weise lassen sich aber nicht nur
Beugungseffekte an Hindernissen, son-
dern auch die Lichtausbreitung im freien
Raum sowie die Strahlformwandlung beim
Durchlaufen optischer Grenzflachen erkla-
ren und berechnen.

Die Nutzung des Prinzips der Elementar-
wellentberlagerung ist heute auf der Basis
numerischer Verfahren und der Verflgbar-
keit schneller Rechentechnik zur Lésung
einer Vielzahl praxisbezogener Optikauf-
gaben speziell in der Lasertechnik méglich,
die mit den herkémmlichen Mitteln nicht
oder nur in grober Naherung lésbar sind.

1 Das Fresnel-Kirchhoffsche
Beugungsintegral

Kirchhoff versuchte, ausgehend von den
Maxwellschen Gleichungen, das intuitiv
entwickelte Verfahren der Uberlagerung
von Elementarwellen rechnerisch herzulei-
ten und damit zu bestatigen. Das Ergeb-
nis liegt uns in Form des sogenannten
Fresnel- Kirchhoffschen Beugungsintegrals
vor, das fur monochromatische, koharente
elektromagnetische Strahlung und einem
homogenen, isotropen Medium zwischen
zwei Grenzflachen anwendbar ist:
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Bild 1: Schematische Darstellung der Abstrahl- und Zielfldche sowie der verwen-

deten Variablen

als Neigungsfaktor. Zur Veranschaulichung
sind die verwendeten Variablen in Bild 1
dargestellt.

Das Integral ermittelt ausgehend von
bekannten Feldstarkewerten auf einer
abstrahlenden Flache (Variablen-Index 0)
den gesuchten Wert der elektrischen Feld-
starke an einem vorgegebenen Zielpunkt
(Variablen-Index 1). Durch Wiederholung
des Algorithmus fur jeden Punkt auf der
Zielflache ist der gesamte Feldstarkeverlauf
auf dieser bestimmbar, wobei jedoch Pola-
risationseffekte unberiicksichtigt bleiben.
Durch den in Gleichung (GI.1) enthaltenen
Neigungsfaktor erweist sich die Abstrah-
lung der Elementarwellen in der Ebene
betrachtet als nierenférmig, wahrend Huy-
gens von einer kugelférmigen Abstrahlung
ausgegangen ist (Bild 2). Weiterhin exis-
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tiert eine wellenlangenabhangige Kons-
tante vor dem Integral, durch welche die
Absolutwerte der Feldstarken an den Ziel-
punkten richtig berechnet werden.

Die integrale Formulierung ist nur fur weni-
ge Spezialfdlle anwendbar, wodurch eine
Diskretisierung und numerische Losung
notwendig ist. Durch Einteilung der Quell-
flache in hinreichend kleine Elemente kann
die Integration durch eine Addition der
komplexen Feldstarkewerte approximiert
werden. Durch den Ubergang zur Addition
gelangt man wieder zu dem Prinzip der
Uberlagerung von Elementarwellen nach
Huygens-Fresnel.

Quell- und Zielflache koénnen beliebig
geformt sein. Insbesondere kann eine
Zielflache langs der Ausbreitungsrichtung
eines Laserstrahls gelegt werden, so dass
auch Schnittdarstellungen maéglich sind
(Bild 4a,b,5a).

Die rechnerische Funktion, welche die
Werte einer Quellflaiche mit denen an
einem beliebigen Zielpunkt verknupft,
bezeichnet man auch als Propagationsope-
rator. Neben dem Fresnel-Kirchhoffschen
Beugungsintegral existieren noch weite-
re Propagationsoperatoren. Sie erfordern
teils weniger Rechenaufwand, sind aber
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an Bedingungen und Einschrankungen
gebunden, die vor ihrem Einsatz erst abzu-
kldren sind oder zu fehlerhaften Berech-
nungsergebnissen flihren. Das Fresnel-
Kirchhoffsche Beugungsintegral unterliegt
hingegen nur der Einschrankung, dass es
in extremer Nahe zur abstrahlenden Quell-
flache ungenaue Ergebnisse liefert. Da der
auszuklammernde Berechnungsbereich mit
AZyin < 100 A ausgewiesen wird, ist die
Einschrankung fur die meisten Anwen-
dungsfalle ohne Bedeutung.

2 Aufwandsproblematik und
Einheitlichkeit des Verfahrens

Die Ausbreitung elektromagnetischer Wel-
len kann bei komplexen Bedingungen, wie
der Entstehung von Beugungseffekten an
Hindernissen und wellenoptisch bedingten
Auflésungsproblemen, weder auf strah-
lenoptischer Basis noch mit den bekannten
vereinfachten wellenoptischen Gleichun-
gen berechnet werden. Soll das Berech-
nungsergebnis einschrankungslos und
moglichst unter allen gegebenen Umstan-
den richtig sein, so spricht man von der
Anwendung rigoroser Berechnungsmetho-
den. Der Einsatz solcher Verfahren ist trotz
heute erreichbarer Unterstitzung durch
schnelle Computer aus Aufwandsgriinden
nicht auf beliebige Strahlquellen und opti-
sche Systeme anwendbar. Zur Erweiterung
der Anwendungsmoglichkeiten ist allein
die Bereitstellung héherer Rechnerleistung
nicht ausreichend, da sich der Zeitaufwand
damit nur indirekt proportional zur Rechen-
geschwindigkeit verringern lasst. Vielmehr
sind prinzipielle Uberlegungen zu den auf-
wandsbestimmenden Faktoren notwen-
dig und aufwandsreduzierende Verfahren
zu entwickeln, welche die Genauigkeit
und Verlasslichkeit der Berechnung mog-
lichst nicht bzw. nur in vertretbarem MaBe
beeintrachtigen.

Anders als bei alternativen Verfahren, wie
z.B. der Finite-Elemente-Methode, ent-
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fallt bei der Nutzung von Operatoren die
Berechnung Uber den gesamten Raum-
bereich. Es wird lediglich der Zusammen-
hang zwischen den Feldstarkewerten einer
abstrahlenden Flache und den Werten
einzelner Punkte auf einer Zielflache her-
gestellt, was den haufigsten Anforderun-
gen bei der Berechnung der Wellenaus-
breitung gentigt. Da nur die Quell- und
Zielflache diskretisiert werden mussen, ist
der Rechenaufwand nur noch von ihrer
Ausdehnung und nicht von der Entfernung
beider abhangig. Von wesentlichen Einfluss
auf den Rechenaufwand sind die Elem-
entgroBe und damit die Gesamtanzahl
von Elementen. Deshalb ist die Wahl der
optimalen Anordnung der Elemente und
ihrer GroBe von groBer Bedeutung fur die
Effizienz des Verfahrens.

Die Berechnung der resultierenden Feld-
starkewerte an der jeweiligen Zielflache
erfolgt unabhangig von den gegebenen
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Bild 3: Beugungsbilder bei 10 mm Abstand der Abbildungsebene und einer
Wellenldnge )\ = 1 um; a) hinter Spalt mit Breite b = 0,1 mm; b) hinter Loch mit

Durchmesser d = 0,1 mm

NHuygens

NKirchhoff

Bild 2: Vergleich der
unterschiedlichen
Abstrahlcharakteristi-
ka der Elementarwel-
len fiir +(7;k) = 180°

Randbedingungen einheitlich mittels des
in Kapitel 1 beschriebenen Algorithmus.
Je hoher die Effizienz dieser elementaren
Berechnungsmethode ist, umso weitge-
hender kann auf eine Kombination mit
strahlenoptischen Berechnungsmethoden
oder Verfahren, die unter den gegeben
optischen Bedingungen nur Naherungen
darstellen, verzichtet werden. Die Rich-
tigkeit der Ergebnisse muss unter dieser
Voraussetzung nicht in Frage gestellt wer-
den und konnte bereits in verschiedenen
Versuchen bewiesen werden (s. auch [1]).
Vor allem erlbrigt es sich dann, die kom-
plizierten Probleme der Ubergénge an den
Verfahrensschnittstellen bei Einsatz hybri-
der Methoden zu betrachten.

3 Anwendungsbeispiele

Es soll gezeigt werden, dass fur eine Vielzahl
laseroptischer Aufgaben Berechnungen mit
dem Fresnel-Kirchhoffschen Beugungsinte-
grals erfolgen koénnen. Alle im Folgenden
dargestellten Berechnungsergebnisse wur-
den ohne Zuhilfenahme bekannter strah-
lenoptischer bzw. wellenoptischen Berech-
nungsgleichungen ermittelt.

3.1 Beugungseffekte

Fur die Berechnung der Beugungserschei-
nungen werden auf einer Ebene innerhalb
des Spaltes oder der Kreisblende in aus-
reichend geringem Abstand Quellpunkte
gesetzt, die in gleicher Phasenlage und
mit gleicher Intensitdt Elementarwellen
abstrahlen. Deren Uberlagerung ergibt auf
der in einer bestimmten Entfernung positi-
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Bild 4: Darstellung des Feldstarkeverlaufs beim Vorliegen
verschiedener Intensitdtsverteilungen in der Quellflache
(z = 0), Wellenldnge 1 um; a) GauBstrahl w, = 15 um; b) Ring-
blende ry = 15 um, r; = 10 um
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Bild 5: Darstellung des Strahlverlauf und Strahlprofils im Fokus
bei Einsatz einer Plankonvexlinse; Wellenlénge: 1 um, Linsenpara-
meter: D = 12 mm, R = 15 mm, Dicke d = 5 mm, Brechzahl n = 1,5
a) Strahlverlauf in der xz-Ebene; b) Ermitteltes Strahlprofil
bei z = 81 mm (blau) im Vergleich mit einem idealem GauB-
verlauf (rot); Strahlradius auf Quellfliche wygs = 1 mm;
Berechneter Fokusradius wgg = 22,9 um; w, = 23,1 um;
¢) Ermitteltes Strahlprofil bei z = 81,67 mm und einer Ver-
vierfachung des Strahlradius auf der Quellfldche; Berechne-
ter Fokusradius wgg = 50,1 um; w, = 45,1 um

Die ermittelten Strahlradien beziehen sich auf 86,5% Leis-
tungseinschluss (wgg) und den nach der 2. Momente-Metho-

X inmm

onierten Abbildungsebene die bekannten
Beugungsbilder, wobei das Beugungsbild
hinter einer Lochblende von dem hinter
einem Spalt etwas abweicht (Bild 3a,b).

3.2 Freiraumausbreitung

In den folgenden Berechnungsbeispielen
wurden die jeweiligen Intensitatsvertei-
lungen auf einer senkrecht zur Strahl-
achse liegenden Ebene als Quellflache
vorgegeben. Die Phasenlage wurde Uber
die gesamte Quellflache als konstant
angesetzt, was fur den GauBstrahl in der
Strahltaille gegeben ist.

Als Resultat erhalt man im Falle eines
gauBformigen Intensitatsprofils in der
Quellebene eine Strahlentwicklung, wie
sie auch als Loésung der Wellengleichung
ermittelbar ist (Bild 4a). Die Entwick-
lung des Strahlprofils bei Vorliegen eines
Top-Hat, eines Ringprofiles oder ande-
rer von idealen Moden abweichender
Strahlprofile ist dagegen mit einfachen
analytischen Mitteln nicht mehr bestimm-
bar. Die Berechnung auf der Basis sich
Uberlagernder Elementarwellen liefert
auch in diesen Fallen korrekte Ergebnisse
(Bild 4b).

46 Photonik 2/2014

3.3 Durchlaufen von Grenzflachen

Auf gleicher Weise sind auch die optischen
Effekte beim Durchlaufen von Grenzfla-
chen bestimmbar. Entsprechend des ver-
wendeten Prinzips wird jeder berechnete
Punkt auf der 1. Grenzflache als Aus-
gangspunkt einer neuen Elementarwel-
le betrachtet, welche in einem vorgege-
benen Abstand die nachste Grenzflache
erreicht. Damit sind die Effekte der Licht-
brechung und Fokussierung beim Einsatz
optischer Linsen berechenbar, ohne dass
die bekannten strahlenoptischen Glei-
chungen wie z.B. das Abbildungsgesetz
benotigt werden.

Bild 5a zeigt die so ermittelte fokus-
sierende Wirkung einer plankonvexen
Linse, wobei der genaue Leistungsdich-
teverlauf im und auBerhalb des Fokus
bestimmt werden kann. Vor allem wenn
sowohl spharische Linsenfehler als auch
Beugungseffekte an aperturbegrenzenden
Optiken zu beachten sind, ist die Nutzung
rigoroser Berechnungsverfahren unum-
ganglich.

Bild 5b, c zeigen die ermittelten Strahl-
profile im Fokus einer spharischen Plan-
konvex-Linse fur einen GauBstrahl mit

de errechneten Werten (w,)

verschiedenen Durchmessern auf der
Quellflache. Zum Erreichen einer optima-
len Fokussierung des Laserstrahles wird
oftmals mit einer Strahlaufweitung vor der
Laseroptik gearbeitet. Die in Bild 5b und
5c dargestellten Ergebnisse zeigen jedoch,
dass unter Umstanden mit wachsender
Strahlaufweitung auch eine VergroBerung
des Strahlradius im Fokus, hervorgerufen
durch eine Verschlechterung des Strahl-
profiles, auftreten kann. Ursachen sind
Beugungseffekte aufgrund der zu gerin-
gen Apertur und der wachsende Einfluss
von spharischen Linsenfehlern.

4 Die praktische Nutzbarkeit
rigoroser Berechnungsverfahren

Fur viele Anwendungsfalle im Bereich der
Lasertechnik sind die Bedingungen fur
eine einheitliche Verwendung der rigo-
rosen Berechnungsmethode auf Basis
der Uberlagerung von Elementarwellen
erfullt. Lediglich der benotigte Rechen-
aufwand stellt einen begrenzenden Faktor
dar. Um Anwendern, welche die rechne-
rischen Zusammenhdnge weder kennen
noch anwenden kdénnen, die Nutzung zu
ermoglichen, wurde am Laserinstitut der
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Hochschule Mittweida ein Programmpa-
ket entwickelt. Dieses umfasst eine grafi-
sche Oberflache zur Parametersteuerung
und Ergebnisausgabe. Aktuell stehen ver-
schiedene Standartformen in Bezug auf
Strahlprofil und Grenzflachengeometrie zu
Verflgung. Weiterhin ist es mdéglich, reale
Messwerte in Form von Intensitdtswerten
und Phasenlagen sowie beliebige Geo-
metrien in das Programm einzulesen. Die
erforderliche Optimierung der Element-
groéBen, die ohne entsprechende Erfahrun-
gen nicht moglich ist, kann ebenfalls mit
Programmunterstitzung erfolgen. Eine
automatische Abschéatzung der Berech-
nungsdauer gibt Hinweise darauf, ob die
gewdlinschte rigorose Berechnung mit den
gewahlten Parametern und vertretbarem
Zeitaufwand durchfthrbar ist.
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